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ДОПУСТИМЫЕ ЗАВИСИМОСТИ СКОРОСТЕЙ ДЕФОРМАЦИИ ОТ 
ДЕФОРМАЦИЙ В ОДНОНАПРАВЛЕННЫХ ПРОЦЕССАХ 

 
С целью установить возможные условия наличия простой зависимости интенсивности 

напряжений от степени деформации Ильюшин А. А. ввел понятие простого нагружения 
как нагружения, при котором внешние силы от начала их приложения возрастают пропорци-
онально общему параметру [1]. При этом угол вида напряженного состояния, коэффициент 

Надаи-Лоде   и положение главных осей тензора T  не меняются в процессе нагружения. 

Все остальные нагружения являются сложными. 
Смирнов-Аляев Г. А. [2] ввел понятие монотонной деформации, условиями которой 

являются: 1) совпадение главных осей скорости деформации с одними и теми же материаль-
ными волокнами; 2) неизменность за весь процесс деформации величины 
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 . Смирнов-Аляев Г. А. указывает, что первое условие монотонности 

означает, что тензоры T , T  коаксиальны:  TT  . При монотонной деформации, в отли-

чие от простого нагружения, допускается поворот главных осей тензора T . 

Понятие монотонности деформации оказалось полезным при изучении процессов об-
работки металлов давлением, поэтому классификация процессов как монотонных и немоно-
тонных широко используется в работах различных авторов [3, 4]. 

Теории пластичности существенно основываются на соотношениях между тензорами 

T ,T ,T . Так, теория малых упругопластических деформаций устанавливает совпадение по 

направлению и индексу главных осей напряженного состояния с главными осями деформа-

ции  TT  , а также равенство    . В свою очередь, теория пластического течения 

устанавливает совпадение по направлению и индексу главных осей напряженного состояния 

с главными осями скоростей деформации  TT  , а также равенство    . 

Таким образом, выполнение первого условия монотонности деформации означает 
(вне зависимости от принятия положений теории малых упругопластических деформаций 
или теории пластического течения) сонаправленность всех трех тензоров:  TTT   . 

В дальнейшем Чикидовским В. П. и Смирновым-Аляевым Г. А. было введено понятие 
односдвигового процесса [2], как процесса, при котором выполняется второе условие моно-
тонности, а первое условие, вообще говоря, не выполняется, а Ивановым К. М. было введено 
понятие однонаправленного процесса, как процесса, при котором выполняется первое усло-
вие монотонности, а второе, вообще говоря, не выполняется. 

В работах [5, 6] разработана классификация процессов сложного нагружения, опира-
ющаяся на вышеописанные понятия, причем односдвиговые и однонаправленные процессы 
рассматриваются как частично немонотонные.  

При необходимости аналитически учесть наличие физической монотонности процесса 
возникают определенные трудности, так как для проверки условий монотонности необходи-
мо вычислить главные компоненты и главные направления тензоров деформаций и скоро-
стей деформаций. В случае, когда компоненты тензоров сами являются неизвестными функ-
циями от времени, нахождение в общем виде собственных чисел и векторов, хотя и возмож-
но, но неприемлемо из-за существенной громоздкости выражений для них. В [7] получено 



ISSN 2076-2151.   Обработка материалов давлением.   2014.   № 1 (38)  27 
 
необходимое и достаточное условие однонаправленности процесса, которое для своей про-
верки не требует вычисления главных компонентов и направлений и оперирует непосред-
ственно с элементами тензоров. 

Для дальнейших исследований представляют интерес следующие два вопроса. 
1) При любом ли деформированном состоянии в фиксированной точке возможно 

дальнейшее деформирование с выполнением первого условия монотонности? 
2) Если такое дальнейшее деформирование возможно, то каким оно должно (может) 

быть? 
Так как первое условие монотонности задаёт совместные ограничения на тензоры де-

формаций и скоростей деформаций, то описание однонаправленных процессов означает 
нахождение всех возможных зависимостей компонентов тензора скоростей деформаций 
от компонентов тензора деформаций. 

Целью работы является описание однонаправленных процессов нагружения (процес-
сов, для которых выполнено первое условие Смирнова-Аляева Г. А. монотонности деформа-
ций) путем установления таких зависимостей тензора скоростей деформаций от тензора де-
формаций, которые обеспечивают однонаправленность процесса. 

При предположении о простоте спектров тензоров T , T  в [7] получены необходи-

мые и достаточные условия выполнения первого условия монотонности, состоящие в одно-
временном выполнении как условия Ишлинского А. Ю. соосности тензоров, так и некоторой 
системы неравенств для компонентов тензоров T , T . Эти условия не требуют для своей 

проверки вычисления главных компонентов и главных направлений [3], а оперируют непо-
средственно с компонентами тензоров. 

В частности, для тензоров A  и B  приведенных к главным осям, требуется выполне-
ние системы неравенств: 
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где 332211332211 ,,,,, bbbaaa  – главные компоненты тензоров A  и B . 

Условия Ишлинского А. Ю. соосности тензоров являются условиями перестановочно-

сти тензоров:   TTTT  . 
В [4] указывается, что все матрицы, перестановочные с произвольной матрицей  

A n -го порядка, имеющей простой спектр, представляются в виде многочлена )1( n -го по-

рядка от матрицы A . 
Таким образом, можно считать, что 

2
210  TcTcEcT  ,     (2) 

где 210 ,, ccc  – произвольные функции, зависящие от tzyx ,,, . Имея это, сравнитель-

но явное, представление тензора T  можно попробовать более явно проверить, при каких 

значениях неизвестных функций 210 ,, ccc  выполняются все условия – неравенства указан-

ной системы (1) из [3]. 
Итак, будем считать, что тензор деформаций в данной точке приведен к главным осям 

(тогда из (2) следует, что тензор скоростей деформаций тоже приведен к главным осям).  
Подставляя (2) в систему (1), деля обе части неравенств на положительные (при про-

стоте спектра T ) коэффициенты при 1c , и вводя обозначения: 
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где 332211 ,, aaa  – главные компоненты тензора T , получаем из (1): 
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Форма и размеры множества решений системы неравенств (3) определяются взаим-
ным расположением чисел  2211 aa  ,  3311 aa  ,  3322 aa  , 0W , 1W , 2W , 3W  на числовой 

прямой. Не умаляя общности, можем считать, что 332211 aaa  . Полагаем тогда 

2211 aa  , 3322 aa   ( 0 , 0 ). 

Имеют место следующие пять случаев (с целью выделить различия между ними, ко-
эффициенты 2W  и 0W  подчеркнуты). 

1) При 
2

15 
   

     2211210331133322 aaWWWaaWaa   

 (при 
2

15 
  неравенство 21 WW   превращается в равенство). 

2) При  


2

15
 

     2211120331133322 aaWWWaaWaa  . 

3) При    
     2211120331133322 aaWWWaaWaa  . 

4) При 
2

15 
  

     2211133110233322 aaWaaWWWaa   

(при 
2

15 
  неравенство 23 WW   превращается в равенство). 

5) При  
2

15
 

     2211133110323322 aaWaaWWWaa  . 

Заметим, что случаи 1–2 соответствуют неравенству 0 , случай 3 – равенству 

0 , случаи 4–5 – неравенству 0 .  
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При произвольных значениях 332211 aaa   множество решений первого неравен-

ства образует открытую полуплоскость в плоскости  12 ;cc , содержащую положительную 
полуось оси 1c  (так как при подстановке 02 c  в первое неравенство, оно превращается 
в неравенство 01 c ). 

Графики линейных функций, расположенных в скобках левой части второго (третьего) 
неравенства, разбивают плоскость  12 ;cc  на 6 углов (для третьего неравенства – при допол-

нительном условии, что значение   не равно ни 
2

15 
, ни  , ни 

2

15 
) с общей верши-

ной в начале координат. Если последовательно пронумеровать эти углы, начиная с присвоения 
номера 1 углу, содержащему положительную полуось оси 1c , то множество решений второго 
(третьего) неравенства – объединение внутренностей трех углов из шести – углов 1,3,5.  

Для вышеприведенного случая 1 типичные множества решений отдельных неравенств 
и всей системы (3) приведены на рис. 1 (конкретное расположение прямых определяется кон-

кретными значениями величин 332211 ,, aaa , но порядок прямых в рамках случая 1 сохраняется). 

 

а б 

  
в г 

Рис. 1. а – Множество решений первого неравенства (3); б – множество решений вто-
рого неравенства (3); в – множество решений третьего неравенства (3); г – Множество реше-
ний системы неравенств (3); 1 – прямая   222111 caac  ; 2 – прямая 221 cWc  ; 3 – прямая 

211 cWc  ; 4 – прямая 201 cWc  ; 5 – прямая   233111 caac  ; 6 – прямая 231 cWc  ;  

7 – прямая   233221 caac  . 
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Из рис. 1 следует, что для случая 1 множество решений системы – это открытый угол 
в полуплоскости 01 c  между прямыми   222111 caac   и   233221 caac  , содержащий 

положительную полуось оси 1c . Подчеркнем, что этот угол образован прямыми (помечен-

ными номерами 1 и 7 на рис. 1) с наименьшим и наибольшим угловыми коэффициентами 
из коэффициентов всех семи прямых. 

Заметим, что в случаях 2–5 изменяется взаимное расположение остальных прямых 
(прямых, помеченных номерами 2–6 на рис. 1), а прямые с наибольшим и наименьшим угло-
выми коэффициентами остаются теми же. 

Отсюда следует, что множество решений системы неравенств во всех случаях 1–5 имеет 
один и тот же вид – это указанный открытый угол между прямыми   222111 caac   

и   233221 caac  , содержащий положительную полуось оси 1c  в верхней полуплоскости. 

Конечно, порядок прямых в случаях 2–5 будет другой, то есть рис. 1 соответствует 
только случаю 1. 

Таким образом, в данной точке ),,( zyx  будет выполнено первое условие монотонно-

сти деформации, если в ней тензор скоростей деформаций имеет 

вид 2
210  TcTcEcT  , где 
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ВЫВОДЫ 

1. Получено полное описание однонаправленных процессов, то есть процессов, 
для которых выполнено первое условие Смирнова-Аляева Г. А. монотонности деформаций. 

2. Установлено, что при любом исходном деформированном состоянии в фиксиро-
ванной точке возможно дальнейшее деформирование с выполнением первого условия моно-
тонности. 

3. Установлено, что выполнение для процесса первого условия монотонности равно-
сильно специальному характеру зависимости тензора скоростей деформаций от тензора де-
формаций: 

2
210  TcTcEcT  , 

где T  приведен к главным осям, 210 ,, ccc  – произвольные функции, зависящие 

от tzyx ,,, , причем 21,cc  удовлетворяют системе неравенств 
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где 332211 aaa   – главные компоненты тензора T . 

4. В отличие от работы [7], в которой однонаправленные процессы характеризовались 
12 скалярными параметрами, связанными тремя равенствами и тремя неравенствами, полу-
чено описание однонаправленных процессов при помощи 9 скалярных параметров, связан-
ных двумя неравенствами. 
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